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Distribuicao Exponencial



Introducao

E utilizada frequentemente como modelo para distribuicdo dos tempos
entre a ocorréncia de sucessivos eventos tais como:

- clientes chegando a uma unidade de atendimento;

- tempo de vida de um componente;
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Principais caracteristicas

A funcao densidade de probabilidade é expressa pela seguinte funcao:

e x>0
0 caso contrario

fe = {

em que:;

A é um parametro de escala (responsavel pela dispersdo da distribuicao)

' % é a média da distribuicao

|

o é a variancia da distribuicao
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Entendendo a distribuicao

* Alteracdes no parametro A deixam a curva mais ou menos acentuada.

<
ai

1.5

1.0

0.5
I

0.0

Ver simulacao!
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Aplicacoes

1.

Seja X = o0 tempo entre duas chegadas sucessivas
ao guiché de atendimento rapido de um banco
local. Se X possui distribuic&o exponencial com
A =1, calcule os itens a seguir:

a. 0 tempo esperado entre duas chegadas
sucessivas

Se X possui distribuicao exponencial, entao o
valor esperado é 1/A. Logo, o valor esperado é
igual a 1/1 = 1.

b. O desvio padrao do tempo entre chegadas
sucessivas

0 variancia é 1/A*. Logo, o desvio padrdo é
: A 2
raiz da variancia, e portanto V1/1° =1,

7146



= (=0,01832 — (=1)) = 0,9817







Distribuicao Normal



Introducao

+ Foi introduzida pela primeira vez por Abraham de Moivre em 1733.

- Seu resultado foi estendido por Laplace, em seu livro Analytical Theory of
Probabilities em 1812.
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E uma das mais importantes distribuicdes de probabilidade, sendo
aplicada em inumeros fendmenos.

A forma grafica da distribuicao normal lembra um sino.

Imaginem que em uma escola distribuissemos os alunos em intervalos de
classes de altura. Teriamos o seguinte formato:
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Principais caracteristicas

A funcao densidade de probabilidade é expressa pela seguinte funcao:

1 e

8_5( o
o\ 21

JX =x) =
em que:

* U € o parametro de locacdo (média da populagao)
* 0 € 0 parametro de escala (desvio padrao da populacao)

* 7 é uma constante igual a 3, 1415 ---

* e é o numero neperiano iguala 2,718 --

12 é um fator de escalonamento que faz com que a area sob a curva
(0 /2

sejaigual a 1
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Com relacao a curva tem-se que

e simétrica em relagao a media (u)

*a média (1), mediana (md) e moda (mo) coincidem

0,5

0,5

[

mediana = moda = média
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Entendendo a distribuicao

+ Altera¢Oes no valor da media

- implicam no deslocamento do ponto de maximo ao longo do eixo y,
sem alteracOes na forma basica

u=20 u=2
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Alteracdes no valor do desvio padrao

- implicam em uma maior ou menor afastamento dos dados em torno
da média
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Distribuicao normal padrao



Introducao

Para calcularmos probabilidades utilizando a funcao densidade é
necessario integramos a funcao no intervalo requerido. No caso da
normal, tal integracdo apresenta um grau relativo de dificuldade.

Esses problemas foram solucionados por meio de uma mudanca de
variavel, obtendo-se, assim, a distribuicdao normal padronizada ou reduzida,

cujo a média é igual a zero e o desvio igual a um.

Z_ A—H

O
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+ Logo, a funcao densidade reduziu-se a:

1
\ 2T

- Deste modo, temos a seguinte equivaléncia para calculo de
probabilidades:

PX1 X< Xp) =Py £Z<7)

o~ 3@’

fZ =2 =
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Uma vez as distribuicdes normal e normal padrao sao equivalentes, a
proporc¢ao de valores caindo dentro de um, dois, trés ou quatro desvios
padrao da média sao:

Ver simulacdo!
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Encontrando probabilidades

+ Para calcularmos probabilidades utilizando a normal padrao, veremos
como funciona as funcao pnorm do R.

- Por padrao, a funcao te fornece a seguinte probabilidade:
P(—c0 <Y < Y))

- Utilizando o argumento lower.tail=FALSE, a probabilidade
fornecida é:

P(Y; £Y £ +0)

Ver simulacao!
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Uma outra alternativa seria utilizar o aplicativo gratuito para android

f(x

Probability distribution.
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Aplicacao

2. Seja Y ~ N(100,25), determine as seguintes
probabilidades:

a. P(100 <Y <106)

- Resolva por partes.

- u =100
- 0% =25
-0=195

- Sempre desenhe o que se pede
- P(100 < Y < 106)
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I I [ I
80 100 106 120

- Temos que transformar os quantis de Y (100 e

106) em Z para encontrarmos a probabilidade. O
valor 100 né&o sera preciso transformar pois é
o valor da média e ja sabemos que vale 0 em Z.
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- Utilizando

distribution,

0]
vVamos

- 100
—— =

aplicativo
calcular

1,2

- Tem-se que para Y = 106 o valor de zZ é:

1
7 06

Probability
gqguanto ¢é a

probabilidade de Z ser maior ou igual a 1, 2.
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p=0 o=1

X:_ POG= 011507

0.2 0.3

f(x)

0.1

Logo tem-se: 0,5 - 0,11507 = 0, 38493
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b. P(89 <Y < 107)
c. P(Y > 108)

;ﬂ; 27/46



Distribuicao Qui-quadrado ()(2)



Introducao

A distribuic;e?lo)(2 é utilizado em varios problemas estatisticos, dentre eles
podemos destacar:

Intervalos de confianca para a variancia amostral de uma populacao
normal;

Testes de aderéncia, ou seja, para verificar se os dados provenientes
de uma amostra se adere a uma determinada distribuicdo de
probabilidade (como a distribuicdo normal por exemplo);

Testes em tabelas de contingéncia para avaliar a relacao entre duas
variaveis qualitativas;

Testes de hipoOteses para variancias;
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Principais caracteristicas

- Se considerarmos uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao
Z : N(O, 1) e elevarmos ao quadrado tal variavel aleatéria, entdo teremos
uma noval variavel com distribuicao de probabilidade chamada qui-
quadrado com a simbologia )(2.

+ Se somarmos o quadrado de n variaveis aleatdrias independentes com
distribuicdo normal padrao, também teremos uma variavel aleatoria qui-

quadrado com ¢ = n graus de liberdade.
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Se consideramos n variaveis aleatorias normais independentes X;, com

mesma média y e mesma variancia 62, entdo a quantidade
n 2
Z,-=1(Xi — W)
02

tera distribuicdo qui-quadrado com ¢ = n graus de liberdade.

Se considerarmos os parametros i e o2 desconhecidos e utilizarmos seus
estimadores ¥ e 5%, entdo a quantidade

Z?=1(Xi B ’_C)z

02

terd distribuicdo qui-quadrado com ¢p = n — 1 graus de liberdade.
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Como o estimador S? é igual a:

z;;l (Xi o )_C)Z

n—1

S* =

Teremos uma variavel aleatoria )(2 igual a:

, (m=1)s?
)(gbzn—l o o2

Este resultado é muito importante na inferéncia estatistica para calculo de
intervalos de confianca e testes de hipoteses a cerca de variancias
populacionais.
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A funcao densidade de probabilidade é expressa pela seguinte funcao:

e—%xz()(2)§—l

2\ —
1) = 22T (h/2)

em que:

* ¢h é o parametro de forma é chamado graus de liberdade.
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Abaixo alguns graficos da distribuicdao qui-quadrado com diferentes graus

de liberdade.
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Aplicacao

Suponha que a variancia amostral seja uma medida
continua. Encontre a probabilidade de que em uma
amostra aleatoria de 25 observacoes,
provenientes de uma populacdo com distribuicao

normal com 0'2=6, ira ter uma variancila
amostral S°:

a. Maior que 9,1
b. Entre 3,462 e 10,745
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Distribuicao F de Snedecor



Introducao

+ Ao contrario do que muitos acham, a distribuicao F nao foi concebida por
Fisher e sim, por Snedecor. O nome F foi em homenagem ao grandioso
Fisher.

Embora Snedecor tenha elaborado a distribuicdo F em termos
matematicos, Mahalanobis ja havia tabulado os percentis da distribuicao
um tempo antes.

- Adistribuicdo F tem diversas aplica¢Bes na inferéncia estatistica classica,
dentre elas podemos destacar:

- Intervalos de confianca para a razao entre duas variancias;
- Teste de hipdteses para a razao entre duas variancias;

- Analise de variancia;
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Principais caracteristicas

+ Sejam U e Q variaveis aleatodrias independentes com distribuicao qui-
quadrado com vy > O e v, > 0 graus de liberdade, respectivamente,
entao a quantidade

SINSIS

tera distribuicao F, como parametros vy e v, graus de liberdade.
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Uma outra identidade da distribuicdo F é a seguinte: Se U = vlSlz/al2 e
Q= v2522/022 sdo variaveis aleatoérias independentes com distribuicdo
qui-quadrado conforme ja visto na secao anterior, entdo a quantidade:
\/152/02
Ulv, o S?o?

Olvy — wSild  S2/o3
V2

possui distribuicdo F se 012 = 0'22, comvy =n; —1evy =ny — 1 graus de

liberdade.
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A funcao densidade de probabilidade é expressa pela seguinte funcao:

I <@) ¢ ¢, /2 ) b —(p+2)/2
(e (a) )

J(F) =
em que:

. qbl é 0 graus de liberdade do numerador.

* (b, é o graus de liberdade do denominador
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Abaixo alguns graficos da distribuicdao F com diferentes graus de liberdade.
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Distribuicao t de student



Introducao

Foi elaborada por Willian Gosset em 1908.

E frequentemente utilizada na inferéncia estatistica quando se
desconhece a variancia populacional podendo ser aplicada em:

Intervalos de confianca para média;
Intervalos de confianca para diferenca entre duas médias;

Testes de hipoteses para média;

Testes de hipoOteses para diferencas entre duas médias, tanto para
amostras independentes quanto para amostras dependentes;
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Principais caracteristicas

+ Se Z é uma variavel aleatéria com distribuicao normal padrao
independente de uma outra variavel aleatéria U com distribuicdo qui-
quadrado com v graus de liberdade, entao a quantidade

7z
VU

tera distribuicdo t de student com v graus de liberdade.

ys 44/46



Uma outra identidade interessante € a seguinte: seja Z uma variavel
aleatéria normal padrao expressa como

X—p

B o/\/n

e U uma variavel aleatéria qui-quadrado com v = n — 1 graus de liberdade
expressa como

Z

(n — 1)S?
2

o

entdo a variavel T terd distribuicdo t de student com n — 1 graus de
liberdade e tera a seguinte forma

X—u
S/\/n
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A distribuicao t de student é simétrica como a distribuicdao normal e
quando n tende ao infinito, a distribuicdo t se assemela a distribuicao
normal padrao como podemos ver na figura a seguir.

<

© —— Normal padrao
t com v=30

®m | — t com v=5

© — tcom v=1

N

o

5 -

o _|

o
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