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Introducao

A regressao multipla € uma generalizacao da regressao simples, visto
que, ha mais de uma variavel explicativa no modelo. Logo, o que
determina se uma regressao é do tipo simples ou multipla € o numero de
variaveis explicativas no modelo.

E comum encontrar alguns materiais se referir a regressdo do tipo
polinomial como multipla simplesmente por haver no modelo o termo de
segundo grau, terceiro grau, etc. Se ha uma regressao com termos acima
do de primeiro grau, mas a variavel explicativa continua sendo apenas
uma, entao temos uma regressao simples.

Existem também alguns materiais referindo a regressao multipla como
regressao multivariada. O termo "multivariado", é utilizado em analises
estatisticas quando ocorre mais de uma variavel resposta. Alias, € o
numero de variaveis respostas que determina se a analise € do tipo
univariado ou multivariado.
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Objetivo

Estudar a relacao funcional entre variaveis, sendo uma resposta e duas
ou mais explicativas.

Estabelecer um modelo para entender a relacao funcional entre as
variaveis.

Fazer predi¢cdes como o modelo ajustado principalmente para valores
que nao foram observados na amostra.

g 3/43



O modelo

O modelo matematico que estabele a relacao funcional entre as variaveis
é definido como:

y = Bo + P1x1 + Baxy + - + Brxi + €

em que:

y= € a variavel dependente

Bo, b1, -, Br= Sao parametros a serem estimados
x1,Ts,- -, L= SA0 as variaveis independentes

= € 0 erro aleatorio referente a variabilidade em y quem nao pode ser
explicada pelas variaveis z's.
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Estimacao dos parametros (Minimos
quadrados)

Utiliza-se o método dos minimos quadrados para estimacao dos
parametros.

-+ Aidéia é exatamente a mesma que foi apresentada para regressao
simples. No entanto, por se tratar de "k" variaveis explicativas, € inviavel
termos uma equacao para estimarmos os parametros. Logo, lancamos
mao da algebra matricial para tal feito. Portanto, podemos reescrever o
modelo de regressao ja apresentado na forma matricial como:

Y=X3+¢
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em que:
Y = é um vetor coluna das observacdes com dimensdes n x 1.

X = é uma matrix n x (k+ 1) das variaveis explicativas.

B = & um vetor coluna dos parametros que se quer estimar com dimensdes
(k+1) x 1.

e =€ um vetor coluna dos residuos com dimensdes n x 1.

Logo, a equacao de quadrados minimos para estimar os parametros de
um modelo de regressao é:

B =(XTX)'XTY

g 6/43



Aplicacao

Gerente da Butler Trucking Company querem
avaliar se o tempo de viagem para entregar uma
carga esta em funcao das milhas percorridas e do
numero de entregas deliveries. Un amostra
aleatoria simples de dez tarefas de entrega
forneceram os seguintes dados:

Tempo de viagem Milhas Numero de entregas
(horas) percorridas deliveries
9.3 100 4

4.8 50 3

8.9 100 4

6.5 100 2

4.2 50 2

6.2 80 2

7.4 75 3

6.0 65 4

7.6 90 3

6.1 90 2
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Tem-se as segulintes matrizes:
[9.3] [ ]
4.8
8.9
6.5

4.2

1

1 50

1

1
= X = !

1

1

1

1

1

100
100
50
80
75
65
90
90

6.2
7.4
6
7.6
6.1

N Wk WD N B W

Os valores 1 na matriz X ¢€é uma constante
utilizada para estimar o .

Logo, o0s valores estimados dos parametros da
regressao sao:
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10 800 29
X'X = [800 67450 2345
| 29 2345 91 |
T 2.756  —0.0207  —0.3453
(XTX)"t = |-0.0207 0.000298 —0.0010785
| —0.3453 —0.00108  0.148835

67

XTY = | 5594

1 202,2 |

" —0,8687"
0,0611

| 0.9234

™®>
I
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Logo, o modelo de regressao ajustado é:
y = —0,8687 4+ 0,06114 - z; + 0,9234 - z,
ou de uma maneira mais "coloquial",

y = —0,8687 + 0,06114 - milhas + 0,9234 - entregas
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Interpretacao do modelo ajustado

No caso de uma regressao multipla, os coeficientes que acompanham as
variaveis independentes sao interpretados de modo diferente comparado
a regressao linear simples.

No exemplo anterior a interpretacdo a equac¢do ajustada é a seguinte:

- O aumento em uma unidade nas milhas percorridas, aumenta em
media o tempo de viagem em 0,06114 horas quando todas as outras
variaveis independentes permanecem constantes.

- Entretanto, o aumento em uma unidade no numero de entregas
deliveries aumenta em média o tempo de viagem em 0,9234 horas
quando todas as demais variaveis independentes permanecem
constantes.
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Coeficiente de determinacao multiplo

+ Tem a mesma interpretacao e calculo como no caso da regressao
simples.

* No entanto, utilizamos o R? maiUsculo para representar tal eficiéncia,

uma vez que, nao tem relagdao direta com o coeficiente de correlacgao.
- Logo, tem-se:

SSR
R = ———
SST
em que:
SSR=>"".(¢; —y)* a soma de quadrados de regressao

SST =>"" (y; —y)? a soma de quadrados total
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Coeficiente de determinacao multiplo
ajustado

+ Quanto maior o numero de variaveis independentes no modelo, maior
serd o R%. Logo, uma medida que corrija este inconveniente se faz

necessario. Portanto, o coeficiente de determinacao multiplo ajustado

corrige este problema, pois leva em consideracdo o numero de variaveis
no modelo de regressao.

+ O calulo e o seguinte:

—1
2. =1- n (1 — R?
Ragust (n—p—l ( R ))
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Aplicacao

2. Considere o exemplo 1. Calcule o coeficiente de
determinacédo multiplo ajustado.

Calculando primeiro 0 coeficiente de
determinacao multiplo sem ajuste.

~ SSR 21,60
- SST 23,9

R? — 0,9038

Calculando 0 coeficiente de determinacao
multiplo ajustado.

10—-1
R . =1-— - (1—10,9038
ajust (10_2 1 ( ))
—1-0,1237
= 0,8763
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Inferéncia sobre os 3,




Pressupostos do modelo

+ S30 0s mesmos ja abordados para regressao simples.
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Teste de hipotese

- Também tem a mesma abordagem para regressao simples com uma
pequena diferenca. No caso formula¢ao das hipoteses temos:

{Hoﬁz:()
Hazﬁi#o
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Na estimac¢dao do desvio padrdo dos b; (que sao os estimadores dos ;)
tem-se:

ETrro

Sp.

S
oe-

Lembre-se de que x; € a variavel independente relacionada ao b;.

Logo, tem-se a seguinte estatistica de teste:

em que t tem distribuicao t de student comn — k — 1 graus de liberdade,
sendo k o numero de variaveis independentes.
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Aplicacao

3. Considere ainda o exemplo 1. Avalie se as
variavels independentes sédo significativas.

As hipoteses sao:

{ Hy : Brmithas = 0
Ha : 5milhas 7& 0

{ HO . Bentregas =0
Ha : ﬂentregas 7& 0
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Testando primero o coeficiente para a variavel
"milhas".

2,299
Serro = \/ ’ = 0,5731

1021
0,5731
Stminas = 53 7367 1000
t = 0,0611 = 6,172
0,0099

Puator = (1 — pt(6.172,7)) - 2 = 0,0004576
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Testando 0 coeficiente para
"entregas".

= 00T a1g
Sbentregas o 2’ 6267 - Y
0,9234
£ — — 4,939
0,2182

Doaior = (1 — pt(4.232,7)) - 2 = 0,0039

a

variavel
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Método de selecao de variaveis

Quando existem muitas variaveis independentes, a intepretacao do
modelo ajustado se torna muitas vezes dificil e de pouca aplicabilidade
pratica.

Logo, um método que nos retorne um modelo mais parcimonioso
possivel se faz necessario.

Dentre os metodos de selecdo iremos citar apenas o método stepwise
com o critério de Akaike (AIC) para a escolha do modelo mais
parcimonioso.

O meétodo stepwise sera abordado computacionalmente, uma vez que,
manualmente é trabalhoso e a medida que aumenta o numero de
variaveis se torna impossivel,

Portanto, iremos utilizar a funcao stepAIC do pacote MASS.

O exemplo abaixo sera executado diretamente com o programa R.
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Aplicacao
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a. Ajuste um modelo de segunda ordem completo e

utilize o método stepwise para obter o melhor

conjuto de variavels preditoras.

ph“g) + I?textAZ) +

+ temp * text + temp * solv +_ph *
so{v B I(temp™2) + ?(

TRtk
m(formula = ppro ~ temp * ph
a3, ot oty
siduals:
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QO

SRR

INININININININININI =i

segue o0 resultado do método stepwise.

"Step: AIC=-74.86"
:pprgpﬁ:ggTe i @Ex{:§8{5"+ solv + I(ph™2) + I(solv"2) + ph:text + "

" Df Sum of Sg_ _BS ALC"
" '18%2 -74>856n

" tem 1 0.i040°1.2653°°74.238"
"y temp:ph 1 0.0469 1.0550 -74.099"
e | Lo b
"} femp:text I  0.012] 1.689T -73.176"
i Y
ISR 1 gl e A
! ??éﬁvaZ) I 3368 Sioros 3317
TR 1 4167989 37861 1381775

n a : n
L S S R

"Coefficients:"

»(Intercept tem Bh text soly "

no-l. e+g 1.31{e-9 2.936e+ 1 4.463e-01 2.397e-?1 "

" I 9hA I(solv™ B : text h:soly text:soly "
-1.647e+0 -1.517e-0 -5.900e-02 3.900e-02 2.725e-03
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a. Portanto o melhor conjunto de variaveis foi:
temp + ph + text + solv + pH? + solv? + pH : text + pH : solv + text : solv

b. Ajuste um novo modelo a partir do conjunto de
variavels selecionadas na alternativa anterior.

% }}ogmula = ppﬁo ~_ temp + %hsolsex5a+ soly + I§phA2) + I(solv™2) +

M e _R-sq

sta istic:

g8r§4 on09

Re 1du?1 standard error: 0.2407 .o
F

o

i

ﬁﬁ text + solv + tex dados

ﬁﬁ Re51duals
ﬁomm3om£0&£eomﬁon%

## Coefficients:

ﬁg ntercept) 1E§§§git§ SEd' ggigi t galgg grégétéé R
i {intercept) -1.0280H85 §-300e0Y -3-878 2%%56,
A 7:0566+01 30176408 .81 7.1la-09 ***
7 et Jagdc’or gioibeiey 41491 'o.000ps o
il 2ot 2iifslor 131 0.0716
ﬁ%‘iw o CFEEE LEedl g 1l
e 5 Me3§2 1. §4e3§ 4901 9.97e-05 ***
i E e 3300509 2487085 1638 015173

7 tedisoly 31725605 Ti204¢703 21364 0.05548 *
- Signif. codes: © '***' 9,001 '**' 0.01 '*' 0.65 '.' 0.1 ' '
i

i

B

p-va

n 19 de%rees of freedom

9638, dausted ﬂgarg 4893 %%67
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Multicolinearidade

A multicolinearidade € um problema que ocorre quando duas ou mais
variaveis independentes sao altamente correlacionadas.

Dependendo do grau de multicolinearidade, as estimativas dos
parametros podem ter sinais contrarios ao que se poderia esperar.
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Uma das técnicas para verificar a multicolinearidade é por meio do VIF
(Fator de inflacdao da variancia) que é calculado da seguinte maneira:

1

VIFj = ——
1 — R

em que R? é o0 coeficiente de determinacdo da variavel explicativa x que foi

considerada como variavel dependente em detrimento a todas as demais
variaveis explicativas.
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Aquela variavel que apresentar um VIF maior que 5, deve ser descartada
do modelo.

Uma outra forma de resolver a multicolinearidade é fazer um

rescalonamento na variavel ou utilizar a regressao ridge. No entanto, este
assunto ficara para uma disciplina mais avancada em regressao.
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Aplicacao

5. Un pesquisador esta 1interessado em predizer a
quantidade do meio bacteriano (L/semana)
necessario para executar biorreatores que
suportam o crescimento microbiano continuo ao
longo de um més. Os pesquisadores utilizaram as
seguintes variavels 1independentes: temperatura
do biorreator (x1), log10 da populacao
microbiana por mm? (x2), concentracdo do meio
proteico (x3), razao calcio/foéosforo (x4), nivel
de nitrogénio (x5) e nivel de metal pesado (x6).
Seguem os dados.
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x1

20
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27
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X4

.00
.98
.10
.20
.30
.40
.80
.30
.25
.00
.00
.40
.00
.00
.90

x5

56
53
66
45
46
48
75
23
30
43
79
o7
75
65
70

© o6 © W o KB o o0 Ww o1 o o b~ B~ b
© &6 W O © o N O 06 O 0 »r ©o © BB

X
o

56
61
65
78
81
86
110
62
50
41
70
85
115
55
120
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Calcule o VIF para cada variavel independente e
verifique se ha problema de multicolinearidade.

Apresentando os calculos detalhados apenas para a variavel x1 em funcdo das
outras variaveis explicativas. Seja o modelo zl=2z2+4+ 23+ x4+ x5+ x6. Entdo o

R%, =0.4833. Logo:

1
VIF,; = ——— = 1.935475
1 —0.4833

Para as demais variaveis tem-se 0s seguintes valores de VIF:
x2 = 15.5987, 3 = 11.5051, 24 = 11.0841, 5 = 2.7915, 6 = 3.9961.

Portanto, as variaveis z2,23 e x4 apresentaram um VIF maior que 5 ,indicando
problemas de multicolinearidade.

Ajuste um modelo de regressdo apenas com as
variavelis que nao apresentaram um VIF maior que
5 e apresente o0 coeficiente de determinacao
ajustado.
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Antes de removermos todas a variaveis com alto VIF, vamos obter a matriz de
correlacdo entre as variaveis. E provavel que se as trés variaveis com alto VIF
estiverem altamente correlacionadas, basta remover duas delas e ndo as trés,
melhorando deste modo a explicabilidade do modelo. Segue a matriz de

correlacéo:

x1 X2 x3 X4 x5 X6

x1 1.000 0.214 0.187 -0.083 =0, 175 0.079
X2 0.214 1.000 0.920 0.895 0.695 -0.685
X3 0.187 0.920 1.000 0.860 0.624 -0.489
X4 -0.083 0.895 0.860 1.000 0.748 -0.734
x5 -0.175 0.695 0.624 0.748 1.000 -0.697
X6 0.079 -0.685 -0.489 -0.734 -0.697 1.000

Podemos observar que as variaveis x2 e x4 possui valores mais alto de
correlacdo com as demais variaveis quando comparada a x3. Logo, € provavel que
a remocao apenas destas duas variaveis resolva 0 problema da

multicolinearidade.

35/43



Ajustando um modelo com as variavelis dependentes x1,
X3, X5 e X6 tem-se 0S seguintes VIF's:
xl =1.2122, 23 = 1.9353, x5 = 2.7453,26 = 1.9624 . Logo, nao
ha malis o problema da multicolinearidade. Segue o

modelo ajustado juntamento com o0 coeficiente de
determinacéo.

j = —28.25 + 1.0403z1 + 14.247523 + 0.5964x5 + 3.8167x6
R?, . =0.8437
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Analise de superficie resposta

O método de superficie resposta é assunto que certamente se encaixa
em uma disciplina devido a sua extencao e complexidade.

Logo, sera abordado apenas uma particularidade da superficie resposta
que ocorre quando uma regressao multipla tem apenas duas variaveis
independentes.

-+ A abardagem sera mais grafica do que da propria metodologia da
superficie resposta per si.

Neste caso para elaboracdo dos graficos sera utilizado o software R.
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Aplicacao
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% Blomula = y ~ x1 % x2 + T(x172) + I(x22), data = dadé)
## Residuals:
W .08 23680 o481 1.8330 13.373
oefficients:

ntercept) IE Ji‘ %‘f S}g g ﬁg t:?g a >£ %

C

(I

X .1037

23 11‘9”53 R

i ' 24§ 1 Zi 1 _i:15 ei§ g )

éiénlf codes: @ '**x' 9,001 '**' 0.01 '*' 0.05 '.' 0.1 ' ' 1

1du andard errqr: egrees of fre
Te ﬁtsqgagsg on8 7538 Eg;usteg gua5e8222§d8077

sta istic: 5 an p- va
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d.

..Falarmos de significéancia quando se trata de
parametros em regressdao sempre €& delicado.
Acredito que «a=0.10 seja um bom nivel de
significancia. Sempre é bom 1ir removendo
variavel por variavel e ir testando e observando
a significancia dos betas. No <caso acima,
considerando o0 «a Ja& exposto, vamos abandonar
primeiro o termo quadratico da variavel x1 e
fazer um novo ajuste.

all:
#Ht %m}}ormula =y ~x1l*x2+ I(x2°2), data = dad6)

## Residuals:

)

%#############ﬁ# R

{ -+

@

Me
-0.

o=

1in 18 dian 32
-11.6245 -2.979 5391 2.7644 12.4
oefficients:

Estimat

%ntercept) 15 1§§
7

x2A2) . 199

.220

1gn1f codes: 0 'tr*' Q, 5'."0.1"'""'1

fldu?l standard err8r 7.269 on 9 gearees of fre
S e

dom
uar 7061, Adjust squared 8 5755
sta@1st1c 4 Sg on 4 and’9 D} p- valug 0.0168

i

OOI—'U'I\IH-
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Hee %ﬁ}}érmula =y~ x1l * x2, data = dad6)

SR

## Coefficients $

e T T T

X
Signif. codes: @ "***' ©.001 '**' .01 '*' 0.65 '.' 0.1 ' ' 1

e 1d tandard errgr 809 on 10 degrees of fr
F- Eta zgtécsqgag?g on 36255 XdBESteS sa uar8d017§e8282

o oo

=R

NN <

ﬁ##########
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b.

Elabore um grafico com o modelo ajustado.

Como ha duas variaveis explicativas no modelo,

vamos elaborar wum grafico de superficie de
resposta. Segue o grafico:

Experimento com Bioreatores

- 120

- 100
120+
100~

- 80

- 60

Resisténcia solo

- 40

20
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