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Introducao

Foi visto na aula anterior que o coeficiente de correlacdao de Pearson é
utilizado para mensurar o grau de associacao entre duas variaveis
guantitativas.

E se 0 nosso interesse for ir além disso, ou seja, se estivermos
interessados em saber o quanto o aumento no numero de horas de
treinamento de um empregado ira reduzir o numero de acidentes
daquele empregado?

Ou ainda, o aumento em uma hora de sono ira aumentar em quanto o
tempo de reacao de uma pessoa?

E se estivéssimos interessados em prever o tempo de reacao de uma
pessoa para uma determinada quantidade de horas de sono. Como
fazer?

Para responder a estas perguntas utilizaremos a analise de regressao
linear simples.
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Objetivo

Estudar a relacao funcional entre duas variaveis quantitativas.

Estabelecer um modelo para entender a relacao funcional entre as
variaveis.

Fazer predi¢cbes como o modelo ajustado principalmente para valores
que nao foram observados na amostra.
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O modelo

O modelo matematico que estabele a relagcdo funcional entre duas
variaveis € definido como:

y= P+ Bz +e¢

em que:
Y= é a variavel dependente

By = € o coeficiente linear ou intercepto da reta de regressao

(1= ¢ o coeficiente angular ou inclinacdo (declive) da reta de regressdo
= € a variavel independente

£= € 0 erro aleatodrio referente a variabilidade em y quem ndo pode ser
explicada pela variavel x.
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Possiveis retas de regressao linear simples

Relagao linear positiva:34 é positivo Relagao linear negativa:34 € negativo

Sem relacao:[3 é zero

B4
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Entendendo o comportamento de 3 e 51

Ver simulagao!
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Ajuste da regressao

Agora que ja entendemos como funciona os parametros de uma
regressao, chegou a hora de ajustarmos um modelo de regressao aos
dados provenientes de uma amostra.

Observemos a seguinte situacao

- Suponhamos que o dono de uma rede de restaurantes esteja
interessado em saber a relacdo entre a quantidade de estudantes
gue almog¢am em seus restaurantes com o lucro obtido
trimestralmente.

- Uma amostra de dez restaurantes foi coletado e os dados podem ser
visualizados a seguir:
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restaurante estudantes vendas_trimestrais

1 2 58
2 6 105
3 8 88
4 8 118
5 12 117
6 16 137
7 20 157
8 20 169
9 22 149
10 26 202

O primeiro passo é verificarmos qual variavel é causa e qual é efeito, ou
seja, quem é a variavel independente (x) e quem é a variavel dependente

(y).

No nosso exemplo, verificamos que as vendas estao em funcdo da
quantidade de estudantes, ou seja, quem determina a venda € a
quantidade de estudantes que adentram o restaurante.
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Vendas trimestrais

Logo, a variavel estudante sera considerada independente e vendas a
variavel dependente.

O segundo passo, € elaborarmos um diagrama de dispersao para
detectarmos o tipo de relacdao existente entre as variaveis.
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Agora vem a grande pergunta.

Como podemos ajustar uma regressao que explique o maximo de
variabilidade possivel dos dados e com um minimo de erro?
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Meétodo dos minimos quadrados

Aidéia é encontrar valores de b e a que faca com que a reta de regressao
passe na menor distancia possivel entre os pontos observados,
minimizando o maximo possivel o erro e fazendo com que o modelo
expliqgue o maximo possivel a variabilidade dos dados.

As letras b e a sdo os estimadores dos parédmetros 3y e 34
respectivamente.

Primeiramente vamos demonstrar o método de maneira interativa, ou
seja, vamos tentar encontrar valores de b e a que minimiza a soma de
quadrados do erro.

Ver simulagao!
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Matematicamente o que queremos € minimizar a seguinte quantidade:

Y =D (y- By piz)’

Qual é o minimo que desejamos para Y £%?
- Obviamente que a resposta é zero.

Entdo basta substituirmos » g2 por zero, e derivarmos a expressido em
relacdo a By e B;.
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Portanto, tem-se as seguintes equac¢fes para determinar os valores de b
e a:

b=19y —aZx
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Aplicacao
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Jackson et al. (1996) developed a novel specific
assay for measuring bone alkaline phosphatase
activity, an enzyme which reflects bone

metabolism. They were 1nterested to know whether
this measure, the wheatgerm lectin precipitated
bone alkaline phosphatase activity (wBAP), was
correlated with an 1ndependent marker of bone
formation, the carboxy-terminal propeptide of
Type I collagen (PICP). The data of 46 adult
horses are disponible here.

Find the equation of regression.
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http://nbcgib.uesc.br/lec/download/R/dados/PetriePg_131.txt

Interpretando a equacao de regressao

Muitos pesquisadores utilizam a regressao linear simples, mas nao
sabem o que fazer com ela.

Com a nossa equacado ajustada, podemos tirar as seguintes conclusdes:

- O aumento em uma unidade na variavel x, provoca o aumento em
1.81 unidades a variavel y. O que isso quer dizer na pratica?

- O aumento em uma libra/sq da pressao, aumenta em média em
1.81 a escala de leitura.

Uma outra utilidade da equacado de regressao, € podermos estimar y para
pontos em x que nao foram observados.
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Aplicacao
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http://nbcgib.uesc.br/lec/download/R/dados/PetriePg_135.txt

Coeficiente de determinacao (rz)

E se perguntassemos qual foi a qualidade do ajuste pelo modelo de
regressao?

E possivel determinarmos o quanto a equacdo ajustada explica a
variabilidade dos dados?

2

* Sim! O coeficiente de determinacao representado pela letra 7“ minusculo

responde as perguntas anteriores.

Em alguns livros ainda tera a notacao R?, mas ja esta ultrapassada,
sendo este ultimo utilizado para outros tipos de regressao.

Logo, o coeficiente de determinacao é calculado da seguinte forma:

5 SQerro
r“=1—
SQtotal
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* As quantidades SQerro e SQtotal sdo a soma de quadrados do erro e
soma de quadrados total respectivamente.

* A SQerro é calculada como:

SQerro = Z(y —9)?

ou seja, € a soma dos desvios ao quadrado do que foi observado na
amostra menos o que foi estimado pela equacdo de regressao.

- A SQtotal é calculada como:

SQtotal = Zyz — (Zny)

2
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Aplicacao
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Inferéncia para 31




Pressupostos do modelo

Para realizarmos inferéncia a cerca dos parametros da regressao,
algumas suposicdes se faz necessario sobre o termo € do modelo de
regressao.

Estas suposicoes sao:

- Os erros devem ser normalmente distribuidos com média 0 e
variancia igual para todo x;

- Os erros sao independentes, ou seja, o valor de € para um valor
particular de x, ndao esta relacionado ao valor de € para qualquer
outro valor de z;

Veremos adiante como checar estes pressupostos.
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Teste de hipotese

Iremos abordar a parte inferencial apenas para 1, pois € ele que
determina a relacao funcional entre as variaveis x e y.

Uma vez que a equacado de regressao foi ajustada a partir de uma
amostra, poderiamos nos perguntar se de fato a relacdo entre & e y nao
Ocorreu por mero acaso.

Repare que se 31 forigual a zero, o valor médio de y ndo dependente de

X e, portanto, concluiriamos que x e y ndo estao linearmente
relacionados.

Logo, o seguinte teste de hipotese se faz necessario:

H()Zﬁl:()
Hazﬁl#o
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Precisamos agora estimar a variancia do erro.

5  SQerro

Serro =
n—2

E portanto, o erro padrao residual (do erro) é Sepro = A/ s%m

O desvio padrao de a é calculado como:

Sq =

oo

Logo, tem-se a seguinte estatistica de teste:

a
t= —
Sa

em que t tem distribuicao t de student com n-2 graus de liberdade.
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Analise de residuos

Na verdade, apds ajustarmos um modelo de regressao o primeiro passo
é analisarmos se o modelo é valido ou nao, ou seja, se 0s pressupostos
citados anteriormente estdao sendo satisfeitos.

Isto é necessario para que as inferéncias feitas a cerca dos parametros
sejam validas.

Primeiro vamos avaliar se os residuos sao normalmente distribuidos.
Iremos utilizar o grafico quantil-quantil que € mais facil de verificarmos
quando uma reta se ajusta aos pontos do que se uma curva se ajusta a
um histograma, principalmente com pequenas amostras.
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Para elaborarmos o grafico devemos seguir os seguintes passos:

- Ordenar a variavel
- Determinar as probabilidades teoricas de acordo com a seguinte
expressao:
1 — 0.9
n
em que i é a posicio da variavel e

n é o tamanho da amostra

- Determinar os quantis tedricos. No nosso caso iremos usar a fungao
gnhorm.

- Fazer um grafico de dispersao do par ordenado (variavel
ordenada,quantil tedrico).

ﬂ 35/49



- Fazer uma reta de referéncia para compararmos e julgarmos se a
variavel tem distribuicdo normal ou nao.

- Ja sabemos que uma reta é composta por uma func¢ao do
primeiro grau e portanto precisamos encontrar a e b.

- Como é uma reta empirica, o coeficiente a (inclinacao da reta) é
determinado como:

3°quartil g4, — 1°quartil g,4,s

goqua’rtdteém’co B 10qua’rt7’lt6c’>rz’co

b = 1°quartildados — a * (10quartilteérico)

- Entdo a linha é elaborada como: y = b + a - quantil tesrico
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Para avaliar se a variancia € constante, ou seja, a mesma para cada x

usaremos um grafico no qual no eixo Yy sera colocado 0s erros e no eixo x
a variavel independente (estudantes no caso).
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Linha de referéncia
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Temperatura
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Nos graficos a seguir, seguem exemplos de residuos que violam o
pressuposto de variancia constante.

Variancia heterocedastica Forma nao adequada do modelo
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Intervalo de Confianca do Valor Médio de y

* Quando utilizamos a equacdo de regressao para estimarmos y em func¢ao

de x, estamos fazendo uma estimag¢ao pontual. No entanto, qual seria a
margem de erro associado a esta estimacdo pontual?

Para repondermos a esta pergunta, precisamos determinar a variancia
associado ao y estimado no ponto x desejado.
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em que:

sgrm é a variancia do erro, ou seja, é a soma de quadrados do erro

dividido por n - 2.
Z. € 0 valor no qual se quer predizer y.
Z € a média da variavel independente.

X; Sao o0s valores observados da variavel independente.
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Portanto, a margem de erro associada a um valor estimado é

determinada como:
ME = t(a/2,n—2)\ / 32
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